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Resume. On etablit que le (pseudo)groupe local des biholomorphismes stabilisant une sous- 
variete algebrique reelle, minimale, finiment non degeneree de C", est un groupe de 
Lie local algebrique reel. On en deduit des conditions necessaires pour l'algebrisabilite 
locale de tubes analytiques reels rigides de codimension quelconque dans C n . © 2002 
Academie des sciences/Editions scientifiques et medicales Elsevier SAS 

On the local algebraizibility of real analytic generic submanifolds in C™ 

Abstract. We prove that the local ( pseudo )group of biholomorphisms stabilizing a minimal, finitely 
nondegenerate real algebraic submanifold in C* 1 is a real algebraic local Lie group. We 
deduce necessary conditions for the local algebraizability of real analytic rigid tubes of 
arbitrary codimension in C n . © 2002 Academie des sciences/Editions scientifiques et 
medicales Elsevier SAS 



1. Introduction 

Une sous-variete analytique reelle de C™ est dite algebrique (au sens de Nash, cf. \ 2 1) si elle est definie 
localement par Fannulation de polynomes reels et localement algebrisable en un de ses points p s'il ex- 
iste un systeme de coordonnees holomorphes locales centre en p dans lequel elle est algebrique. S'il 
est clair que toute sous-variete analytique reelle de dimension k dans R 2 ™ est localement equivalente, 
par une transformation analytique reelle, a un plan de dimension k, il n'en va pas de meme pour 
l'algebrisabilite au moyen d'une transformation holomorphe. X. Huang, S. Ji et S.T. Yau ont recemment 
presente dans |7| le premier exemple explicite {(z, w) S C 2 : Imw — exp(zz)} d'une hypersurface 
analytique reelle Levi non degeneree de C 2 , algebrisable en aucun de ses points. La demonstration 
dans |7| repose sur la methode dite d' equivalence due a E. Cartan |3| et developpee par S.-S. Chern 
et J.K. Moser [4) pour classifier les hypersurfaces strictement pseudoconvexes de C" au moyen d'in- 
variants differentiels. La complexite des calculs formels ne permet apparemment pas de degager une 
obstruction concrete de non algebrisabilite locale, partagee par tous les elements d'une famille de sous- 
varietes de dimension quelconque dans C'\ 

On presente dans cette Note des conditions necessaires d' algebrisabilite locale de sous-varietes an- 
alytiques reelles generiques de C". L' argument cle consiste a observer que le (pseudo)groupe des bi- 
holomorphismes locaux de C™ stabilisant une sous-variete generique algebrique reelle est, sous cer- 
taines hypotheses de non degenerescence, un groupe de Lie local pour lequel la loi de multiplication est 
algebrique. 

Note transmise a Etienne Ghys 
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2. Enonce des resultats 

Soit M une sous-variete analytique reelle locale de codimension d dans C n , passant par Forigine, 
definie par les equations rk(t, t) = pour k = 1, . . . , d, ou t = (ti, . . . ,t n ) £ C™ et ou les rk(t, t) £ 
C{t, t} satisfont rfc(0, 0) = 0, rk{t, i) = rk{t, t) et dr\ A • ■ ■ A drd(0) ^ 0. On suppose M generique, 
c'est-a-direqueT Af+iT M = T C n . Dans cecas, T^M := ToMnT^C" est un fibre complexe 
de rang (n — d). Soit L\, . , . , L n ~d une base de T^M. On dit que M est minimale en si l'orbite 
(au sens de Sussmann) de Forigine sous Faction des champs ReLi,ImLi, . . . , ReL n _d, Imi„_,i 
contient un voisinage de Forigine dans M. On dit que M est holomorphiquement non degeneree (cf. 
(9j) s'il n'existe pas de champ de vecteurs non nul de type (1, 0), a coefficients holomorphes, tangent 
a M. Dans ce cas, d'apres 1 1 1, il existe un sous-ensemble analytique reel strict V de M tel que, pour 
tout point p de M\V, on a Vcct (if V t (r k )(p,p) ■ P £ N"~ d , k — l,...,d} = C™, ou Fon note 
Vt(rfc)(t,t) le gradient holomorphe de et if :— {Li) 131 . . . (L n -d) l3n ~ d ■ On dit alors que M est 
finiment non degeneree en p. 

On etudie la structure du (pseudo)groupe des biholomorphismes locaux de C n stabilisant M. Ce 
groupe est de dimension infinie lorsque M n'est nulle part minimale ou holomorphiquement degeneree 
{cf. |9)). La notion de groupe de Lie local (de dimension finie) est presentee par exemple dans le chapitre 
8 de 1 1 1 . On appelle groupe de Lie local algebrique un groupe de Lie local pour lequel la loi de 
multiplication (cf. \ 10 1, pp. 176-177) est algebrique (au sens de Nash). 

THEOREME 1. - Soit M une sous-variete generique algebrique reelle de C™, passant par I'origine, 
minimale et finiment non degeneree en 0. // existe So > tel que pour tout < e < Eq, les trois 
conditions suivantes sont satisfaites : 

(a) Le (pseudo)groupe Gm des biholomorphismes locaux de C™ definis sur le polydisque A„(0,e) et 
stabilisant M est un groupe de Lie local algebrique reel de dimension finie m ne dependant que de la 
geometrie locale de M au voisinage de I 'origine. 

(b) // existe < e' < e et une application algebrique Hm, constructible algorithmiquement a partir 
des equations definissantes de M, definie au voisinage de I'origine dans C™ x R m , a valeurs dans 
C™, verifiant HM(t,0) = t, et telle que toute application holomorphe h : A„(0,e') — > A„(0,e) 
suffisamment proche de I'identite, stabilisant M, verifie h = Hm(-, &h) pour un unique eh £ K m . 

(c) L' application (t,e) 1— > HM(t,e) definit un groupe de Lie local algebrique de biholomorphismes 
algebriques stabilisant M. 

La demonstration du Theoreme^fait intervenir les jets en de biholomorphismes locaux, voir 1 6 1 . 

On considere maintenant la famille T 7 f des sous-varietes analytiques reelles generiques de C", 
definies au voisinage de Forigine, de codimension d, minimales et finiment non degenerees en 0, dont 
le groupe Gm est commutatif, de dimension n. II existe alors, pour tout element M de T^, un systeme 
local de coordonnees holomorphes centre a Forigine (z,w) = (x + iy,u + iv) G C"~ d x C d et d 
fonctions analytiques reelles ipx, .. . ,ipd s'annulant en 0, tels que M soit represents au voisinage de 
par les equations v\ = (pi{y), ■ ■ ■ , = <Pd{y)- Dans ce cas, M est finiment non degenere en si et 
seulement s'il existe (n — d) multiindices /3 1 , . . . , (3 n ~ d £ p*p _<i de longueur strictement positive et des 
entiers 1 < fci, . . . , fc„-<i < d tels que F application reelle 



est de rang (n — d) a Forigine dans W l ~ d (cf. (6| Lemme 3.2). On note y' 1— > (^[(y 1 ), . . . , ip' n _ d (y')) 
V application reciproque de ip. Le second resultat de cette Note est le theoreme suivant : 

THEOREME 2. - Soit M appartenant a T d , definie par les equations v\ — ifi(y), . . . ,Vd — fd{y), 
minimale et finiment non degeneree en 0. Si M est localement algebrisable a I 'origine, les derivees 



(1.1) 




partielles dtpj/dy^ sont algebriques reelles pour 1 < j, I < n — d . 
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Algebrisabilite de sous-varietes analytiques reelles de C 



Cette condition d' algebrisabilite locale s'exprime tres simplement lorsque M est une hypersurface 
Levi non degeneree de C™, definie par l'equation v = (f(y) '■ il est equivalent de dire que les fonc- 
tions dipj/dyl sont algebriques reelles pour 1 < j, I < n — 1 et que les derivees partielles secondes 
d 2 (p/dyjdyi sont des fonctions algebriques des derivees partielles premieres dip/dyi, . . . , d<p/dy n -i 
pour 1 < j, I < n — 1. Le Theoreme|2]montre qu'un element de pour lequel une derivee dipj/dy^ 
n'est pas algebrique reelle (ce qui est generiquement le cas au sens de Baire) n'est pas localement 
algebrisable a l'origine. Le Corollaire[nexhibe une famille explicite d'exemples de sous-varietes analy- 
tiques reelles de C n , qui ne sont pas localement algebrisables a l'origine : 

COROLLAIRE 1. — £? | (a) Soient xi, ■ ■ ■ , Xn-i des fonctions analytiques reelles arbitraires, definies 
au voisinage de G K n_1 . L' hypersurface M de C" d 'equation v — X)fe=i ivt + Vk + vtv^ ' ' ' Uk—\ + 
Vk +8 Xfe (j/i ) ■ ■ ■ j Dn-x)] appartient a la famille T^. De plus, pour un choix generique ( au sens de Baire ) 
de Xl i ■ ■ ■ j Xn- 1, M n 'est pas localement algebrisable a I 'origine. 

(b) Les hypersurfaces de C 2 d' equations v — sin(j/ 2 ), v = sinh(y 2 ) et v — exp(exp(y) — 1) — 1 
appartiennent a X^ 1 et ne sont pas localement algebrisables a l'origine. 

Pour verifier 1' appartenance de M a la famille 7^, on utilise la theorie analytique des symetries des 
equations aux derivees partielles (cf. [8 1 Chapitre 2), appliquee a la geometrie CR dans 11 1111 2l l5l. 
Dans le meme etat d' esprit, le theoreme suivant donne un eclairage different du resultat de 1 7 1 : 
THEOREME 3. — I6| Soit M : v = f(zz) une hypersurface analytique reelle, Levi non degeneree 
dans C 2 , passant par l'origine, dont I'algebre de Lie des automorphismes infinitesimaux est engendree 
par d/dw et izd/dz. Si M est localement algebrisable a l'origine, la derivee de ip est algebrique. Ainsi, 
les hypersurfaces de C 2 d' equations v — e zz — 1, v = sin(zz) et v — sinh(zz) ne sont pas localement 
algebrisables a l'origine. 

3. Resume de la demonstration du Theoreme|2| 

Soit M e T£ et soit $ un biholomorphisme local, verifiant $(0) = 0, tel que M' := <1>(M) est 
algebrique, minimale et finiment non degeneree en 0. L'algebre de Lie reelle des automorphismes 
infinitesimaux de M etant engendree par les champs d/dt\, . . . , d/dt n , l'algebre de Lie des au- 
tomorphismes infinitesimaux de M' est commutative, de dimension n, engendree par les champs 
X[ = ^^(d/dti), . . . , X' n — $*(9/9i„). On commence par redresser algebriquement les feuilletages 
holomorphes induits par X[ , . . . , X' n , en utilisant l'algebricite de l'application Hm 1 et la commutativite 
du groupe Gm' donnees dans le Theoreme^ La demonstration est standard, voir |6 1. 

PROPOSITION 1. - II existe un biholomorphisme algebrique complexe "J, defini au voisinage de 
I 'origine dans C™, et n fonctions algebriques complexes C\,..., c n , verifiant Cj (0) = 1, tels que 
l'algebre de Lie des automorphismes infinitesimaux de M" :— \1/(M') est engendree par les champs 
X>> ■.= y«(X>) = c 3 (t 3 )d/dt 3 ,l<3<n. 

D'apres |4|, il existe des coordonnees t = (zi, . . . , z n —di w i> ■ ■ ■ j w d) dans lesquelles on peut 
representer M" par les equations wt = Qk(z,z,w), k — 1, . . . , d, ou Qk est une fonction 
algebrique complexe. On note maintenant , (<3> o <£>) _1 = . . . , / n _d, gi, ■ ■ ■ , gd) et (ci, . . . , c„) = 
(ai, . . . , a„_rf, b\, . . . , bd). L'application \& o $ verifiant (ty o Q)t,(d/dt 3 ) = c 3 (t 3 )d / dt 3 , on a les iden- 
tites aj(zj)(dfj/dzj)(zj) = b k (w k )(dg k / 'dw k )(w k ) = 1, ce qui montre que dfj/dzj et dg k /dw k 
sont algebriques pour 1 < j < n — d et 1 < k < d. La condition o $)(A/) = M" donne, pour 
k = 1, . . . , d, les identites suivantes dans C{z, z, w} : 

r,, g k (Q k (z,z,w)) - g k (w k ) { fi(z%) - fi(zi) fn-d{z n -d) ~ fn-d(z~n-d) 

(L2) — = ip k 



2i r V 2 * 2i 

En differentiant (1.2) par rapport a z 3 pour j = 1, . . . , n — d, on obtient : 

(1 3) aj(z 3 )(dQ k /dz 3 )(z,z,w) _ dtp k ( fi(zi) - /i(zi) fn-d(z n -d) - fn-d{z n -d) 



b k (e k {z,z,w)) dy 3 \ 2i 2i 
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Le membre de gauche de l'equation (1.3) est une fonction algebrique complexe (V algebricite est stable 
par differentiation, cf. |2|), independante de la variable w. Pour 1 < I < n — d, on applique l'operateur 
l'identite (1.2) avec k = fc;. II existe des fonctions algebriques reelles A kl pi verifiant : 

n A I -s _ ^ lc Pkt (fl{z\) ~ fl(zi) fn-d(Zn-d) ~ fn-diZn-d) 

(.1.4; A kl j 3 i(z,z) 



d y P l V 2i 2i 

L' application ip donnee pari' equation (1.1) etant de rang n—d, on obtientpour j = 1, . . . ,n— dl'identite 

fj(zj) — fj(zj) = 2i ip'j(A kli pi(z, z),..., A kn _ d ^ n -d(z, z)). La differentiation de cette identite par 
rapport a Zj et a z m pour m ^ j fournit le systeme lineaire : 

1 ^ dtp'j dA k i 

1^ A/^^ 1 ^' Z )' ■ ' ' ' A k n - d ^-A^ Z)) -7T- {Z, Z), 



(1.5) 



2ia j (z j ) ~ ^ dy\: ™ ' ^ ^ ' " 

n— ^ dib 1 - OA 



Puisque 0, (0) = 1 pour tout 1 < j < n — d, la matrice ((dA kl pi/dzj)(0, 0))i<j.i< n -d est inversible 
et il existe done des fonctions algebriques complexes Bjj(z, z), definies pour 1 < j,l < n — d, telles 
que (dip' j /dy' l )(A(z,z)) := {d^ / dy[)(A klJj i(z, z), . . . , A kn _ di0n - d (z, z)) = B jd (z,z). Enfin, la 
fonction A ku pi etant reelle et la matrice {{dA ku p /dzj)(0, 0))i<j,i< n -d etant inversible, le jacobien a 
Forigine de l'application y i— » A(iy, —iy) =■ y' est non nul. II existe done une application algebrique 
reelle C telle que (difij/dyi)(y') = Bj : i(iC(y'), —iC{y')), ce qui prouve 1' algebricite de dtftj/dyl pour 
l<j,l<n-d. □ 
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